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MA-1112 —Practica: semana 8 —
Ejercicios sugeridos para la semana 8. Cubre el siguiente material: Integracién por partes,
algunas integrales trigopnometricas y sustitucién.

1. Demuestre la identidad

sen(x) cos(z)
cos(z) 1+ sen(z)

sec(x) =
y después utililicela para deducir la formula

/sec(x)dx = In|sec(z) + tan(z)| + C.

Solucion:
sen(z) + cos(z) __ cos(x) cos(x)+sen(x)(1+sen(x))
cos(x) 1+sen(x) (1+sen(x)) cos(z)
_ sen(z)+(sen?(x)+cos?(x)) (1+sen(z)) R
o (1+sen(zx)) cos(z) " (1+sen(z))cos(z) ~ cos(z) SGC(QJ).
Asi,
/sec(x)dx _ / sen(x)dx +/ cos(x)dx
cos(x) 1 + sen(x)
realizando los cambios de variables u = cos(z), du = —sen(z)dr y v = 1 + sen(z), dv =

cos(x)dx en las integrales anteriores

Jseelw)dn = [+ [ s

- s

= —Inju|+1Injv|+C

= —In|cos(x)| +In]|l + sen(z)| + C

= In|sec(x) + tan(z)| + C

2. Evalte f2’r ﬂfj;(;‘) x (sugerencia: haga la sustitucion v = x—n y después utilice propiedades

de simetria).
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Solucion: Realizando el cambio de variable v = © — 7, du = dz,

2m zx|sen(x)| _ T (u+m)|sen(u+m)|
fO 1—‘,—0052(z)d2j - f—7r 14cos? (u+m) du

_ fﬂ (u+7r)\sen(u)|du

—m  14cos?(u)

_ fﬂ’ u\senu|d +fﬂ 7| sen(u)| du.

m 1+cos?(u 1+cos?(u)
u|sen(u)|
1+cos?(u)

| sen(u)]
Treos2(u) €S UNa funcion par. Entonces,

u| sen(u)|
1+cos?(u)

La funcién es una funcién impar, por lo tanto, [”_ sdu = 0. Adicionalmente, la

funcién

27 z|sen(x)| _ 7 m|sen(u)]
fO 1+-cos?(z) dv = f—ﬂ' 14-cos?(u) du

o | sen(u)|
- ﬂ-f m 1+cos?(u)

o sen(u)
= 27 fO 1+cos2u

Realizando el cambio de variable u = cos(x), du = — sen(z)dz; asi,
™ z|sen(x) o sen(u)
2m f 1+c082(:p = 27 fO 1+0052(u

_ 1 gy
= _27Tf1 T+u2

= 27 f_ll s — 2 (arctan(u))’ ,

= 27 (3 + %) =7

3. Halle las siguientes integrales

) [ In(z)dx
Solucién: Utilizando integracion por partes y considerando como f(z) = In(z)y ¢'(z) =
dx, tenemos que f'(z) = dz/z y g(z) = z; asi,

xdx

/ln(:c)d:c =zln(z) — | — =zln(z) — 2z + C.

Xz

b) [In*(z)dx
Solucion: Utilizando integracion por partes y considerando como f(z) = In®*(z) y
g'(x) = dx, tenemos que f'(z) = 2In(z)/z y g(x) = z; asi,

/1n2(a:)daj =xIn®*(z) — 2 / zn(w)de = rIn®*(z) — 2(zIn(x) — x) + C.

e

f _tan(z)dr

\/sec?(z)—4"

Solucion:
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/ tan(z B sen(x)dx
Vel cos(x) /g
sen(x)dx

/T dco(z)
Realizando el cambio de variable u = cos(x), du = — sen(z)dx; tenemos que
tan(z du
/ ¢7 S Vicme
Realizando el cambio de variable u = cos(f )/2 du = —sen(f)/2d0; obtenemos que

[ [sen
V1 — 4u2 sen2 2 ’
devolviendo los cambios
tan(z)dx -1
————~—— = —arccos(2cos(x)) + C.
\sec?(z) —4 2 ( (=)
d) [arctan(z)dz.
Solucién: Utilizando integracion por partes: sea f(x) = arctan(z) y ¢'(x) = dz; asi,
fl(x) = 1$5d, g(x) =z y

/arctan(x)dx = zarctan(z) — / vde

1+ a2
Realizando el cambio de variable: u = 1 + 22 y du = 2zdx. Tenemos que,
xdx du 1 1
/1—1—332 o 2n(u)+C 2n( +z°)+C
Por ultimo,

1
/arctan(x)dx = xarctan(zr) — 5 In(1+2*) +C
e) [ a®arctan(z)dx.

Solucidn: Integrando por partes, consideramos como ¢'(z) = z® y f(z) = arctan(z)dz
entonces g(z) = 21/4y f'(x) = 1/(2* + 1)dxz; asi,

[2?arctan(z)de = % <x4 arctan(z) — [ ialx)

1 4 2 _2?
1 (z*arctan(z) — (m x2+1) dx)

= }1 <x4 arctan(z f <x2 — xzz:l) dx)

z* arctan(z) — [ (xZ ozl gy 1 ) d:v)

P

(z*arctan(z) — $2° — x + arctan(z)) + C.

PN
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f) [In(In(z))idz.
Solucién: Cambio de variable: u = In(z), du = dx/z. Asi,

1
/ln(ln(m))—dm = /ln(u)du =ulnjul| —u+C=ln|z|ln|ln|z|| —In|z| + C.
T

9) [ cos(In(z))dz.
Solucidn: Integracion por partes: sea f(z) = cos(In(x)) y ¢'(x) = dz, f'(z) = — sen(ln(g;))df
y g(z) = z. Asi,

dx
-

/cos(ln(x))dm = zcos(In(z)) + /xsen(ln(m))

Integrando por partes otra vez: sea f(z) = sen(In(z)) y ¢'(z) = dz, f'(z) = cos(In(z))%
y g(z) = z. Obtenemos que,

/cos(ln(:c))d:c = x cos(In(z)) + xsen(In(x)) — /a:cos(ln(:c))d—x.

X

Es decir,
2 / cos(In(x))dzx = x cos(In(zx)) + xsen(In(z))
/cos(ln(x))dx = % (z cos(In(z)) + zsen(In(z))) .
h) f(x3 — 2z) exp(z)dz.
Solucidn: Integrando por partes: sea f(x) = z° — 2z y ¢'(z) = e“dz, f'(z) = (32* —2)dz
y 9(x) = e” Asi,
/(3:3 — 27) exp(x)dz = (z° — 2z)e” — /(3952 —2)e"dx

= (2% — 2z)e” + 2¢" — 3/ac2exdx

Por otro lado, integrando por partes la ultima integral, sea f(z) = 22, ¢'(x) = e%dxz,
f'(x) = 2xdx y g(x) = €. Tenemos que,

/xzexdw = z%e” — 2/wemdx.

Integrando por partes otra vez, sea f(z) =z, ¢'(z) = e*dx, f'(z) =dzy g(z) = €*

/a:Qexdx = 2% — 2 (xe’” — /el’daj) = 12e® — 2xe” + 2¢°.

Asi,

/(x5 — 2z) exp(z)de = (2* — 2z) exp(z) + 2¢” — 3 (z%e” — 2ze” + 2¢7) .
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iy [ J“_ehdx

e2Tte

Solucion:

e — e senh(2x) 1
/—d:c = / cosh(22) dr = 5 In(cosh(2z)) + C.

eQw + 6—230

. eSm
) | ==dx
Solucion: Realizando el cambio de variable u = 3%, du = 3e3*dx; se tiene que

1 1
= garc sen(u/2) + C = 5 arc sen(e‘)’x/Q) +C.

4. Sean A = [exp(sx)cos(tz)dz y B = [ exp(sz)sen(tz)dzr. Demuestre que
sB +tA = exp(sx)sen(tx) + C (sugerencia: halle sB utilizando integracién por partes).
Solucioén:

sB = /exp(sx) sen(tz)dx

Integrando por partes: sea f(x) = sen(tz) y ¢'(x) = se**dzx, f'(x) = tcos(tx)dx y g(x) =
Asi,

sB = /exp(sx) sen(tz)dr = e** sen(tx) —t / exp(sx) cos(tx)dx = e** sen(tx) — tA.

Es decir, sB + tA = e** sen(tx).

5. Demuestre que [ cos®(fx)dz = <= Bnsenlfr) L a-l [ os0=2(3y)dx. Luego, halle [ cos®(2x)dz.

ap
Solucion: Integrando por partes: sea f(x) = cos® ! (Bz), ¢'(x) = cos(Bz)dz, f'(z) = —

1) cos® %(Bz) sen(Bz)Bdzr y g(x) = %sen(ﬁx). Asi,

/coso‘(ﬁx)da: = %coso‘_l(ﬂx) sen(fz) + (v — 1) /cosa_Q(ﬁx) sen?(Bx)dx

Dado que sen?(3z) = 1 — cos?(8z), se tiene que

/cos“(ﬁx)dx = %cosa_l(ﬁx) sen(fz) + (o — 1) /cosa_Q(ﬁx)(ﬁx)dx —(a—1) /cosa(ﬂx)dw

Es decir,

1 . a2
/cos (Bz)dx = BCOS (Bz) sen(fx) + (o — 1)/(:08 (Bx)(Bx)dx

/COSO‘(Bx)dx = a_lﬁ cos® ! (Bx) sen(Bz) + (oz; D /Cosa_z(ﬁx)(ﬂx)dx

Luego, [ cos®(2z)dz = 35sen(2x) cos®(2z) + 3 [ cos*(2z)dz. Aplicando de nuevo la formula

anterior, tenemos que
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1 1
/0056(233)61:1: =5 sen(2x) cos®(2x) + g (g sen(2r) cos®(2x) + 2 /0082(2$)d$)

Entonces,

/ cos®(20)dr = % sen(2x) cos® (2) + g (% sen(2x) cos® (2) + % G (x + W)» el



